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1 .P�A��  

���$ @2�BR� h!�$ ��.� %�&X� 4&!�#��$ �B4�&$ V� ,#� �#$ ��!� ��4&� @B� ��� . �)# 
.� �#��!4& "�� 2� ,� /:R$ ,� i%/9& EB5 1V�! *�)� ��R� ,�)�  B)R�    ��B)4	$ 2� *+  �)# R )!j 

M1=& =����BBR .�=� 2� 4&!�#���� ,J V� C�� �#$ ��!� �� B&���� ��.�   *�B)� ,)8/	 
B�@ �2�� �� 3�4& ��.� )VaR(1 ���. ��m&i �8.��. *�h�/&2   "!�)�TR $��� ��)� 
�� C�� 1993 ��!4& "�� 2� @��^���  ��)J .��  �)9!9K< �2�� ��  3�)4&  .)���  �nJ�B)K 

�R��2 ��� ,J >#�J �2�� B_� ������ $��� � �\ o!4&�� ��  @B)��+  �)�  B)N��  �R�)�!1V� 
o!4&" 2� *+ ��`!� �1R �/� .�&� �!#�& ������  "!� �#�2��  $�#  <�%�)&  p���)�  $�)#��2�� 

�%�&<   �!'(	 *+ �# �� ,��&�� $���h 2� 7�5/6/& 1#���!� �� _��:&i ��"  -�)�i �� .)� 
�, ��1� &� � �q ,� /:R$ ,J r��  p)�� �  )�!" ���� �)�  �)#$  %�)&�  �)	  B)K 2 )���$ �� \��)� 

�R/�?� �&���, ���h$ �� ��" ������ �#  < ,�  D)_	 *+<  >)�/�  s)���& �� .)�  )��R� 2� 
�&���, ���h$  .)1J  �j)����  )&�  B)�J . B)��"  s_)�  �)������  �����)�  ��)��� �  )�!" 
������ �#$ %�&�   �!'(	 *+ �� -��i ��.� ������  �)#$  %�)&� 2�  7�5/)6/&  ��/)&  ,)8/	 

*�99:& ���.  
,?�h� W[� p�� � �!" Q/H  ��R�a OS�T& �	 BK 2���$ $��� �&���, ���h$ [�! ,)�  �)� 

��1J�" ��.� "=1& �!'(	���h <��� CB& 2��$ 2/	�D �#$ EF/	 �� ���!7� ��G�H� %�&� 
�=� 2� >%�? �#$ �/8/& �� �� @�� ��" AB# ��� .�� ��" K!,t �. #�!��� �8�j��" 

���$ CB& 2��$ ������ ����� � �!" @��� �#$ B�?�o!L�&<@ * B� 1:	!M ,R/h�# 6��� 
�� 2/	�D �#$ ��K!, �$< �� Z��� D��/	 I/��J3 �! ��[�)`  @B)�  �)��  ,)J �J �)��  �)#�� 

*/01# �6�s  ��)�_1#�  )t��<  EB)5  *��)9	<    ��)��� �  ,)%�_R� �$ ��  )�!" 2/	 )�D  
#�2��� �#$ %�&� �� �uR�� &� h )!��.     <�)#�!L�& EF/)	 D)�2/	 �� ��)�$  2�)��B8$ 2/	 )�D 
��K!, �$   ������ ����� � I/��J D��/	 2� �& @��^��� �/�.  ,)�  �/)V  <v�)�  I/��)J$ 
1���!�B� ���$ w�:% *��J EB5 *��9	   ����� � �� ,%�_R� �#$ 2/	�D #�2��� �# ,�  ��)J 

,���h &� �/� .@ x5 �� ��<"  2�D��/	 I/��J$ 1���! )�B�  ��)�$  "���)h�uR��  �����)� 

                                                      
1. Value at Risk (VaR) 
2. J.P. Morgan 
3. Copula 
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����� � �!" @�2�� �#$ E�[� @��^��� &�  /�� ) )��J�7/�!    *��)���1 <2000q  */	�)�2 <
2004q xR�J    2I/J3 <2006q   ��*���4 .y_V �4	�O "�SR5 )1999(< I/��J �# 4��/	� 
B���# ,J D��/	 2/	�D B�?�o!L�&@ �� ,� 2/	�D  )��K!, �$      �)[R+ 2� .)� �)# @�)!L�& .)	 
MG�& &� B��J .�� ��" ��^	!�< �� ��" ,%�9& 4�� @B� ������ ����� � �!"  � Y��� 

H!�1� 7I/G:& �!1!���    ����� �� Z�/� *��[	 �� @��^��� 2� D��/	 I/��J  YT)`& 
�/�   �2�� �� 3�4& ��.� B_� M=`�& 2� � )�"  �  Y��)�<  �)�  ,)8/	  ,)�  �����)� 

����� � �!" *+ �# �:	 #�!��� Copula-GARCH �� +�� ���h   �� CB&  �)#$  ,��)`& 
�9&�,� �/� .�� ��" ,%�9&  ��TRR�_&� �uR$   �!`!�i 9:	!y  �)6�K � )!*�  )&�  �/)�. 

Uz�< *�hB���/R  ,�� � ����� �># P �/� B�# �)�����.  U)� 2�  )��4&� @���  �)#$ 
��/& <@��^��� ��R�a ��-	� ># P�   �R!-i ��" 9:	!y ,{��� #�/�B �B.  

2 .E�8�0 $TE� � ;�@�7U V2�W;  

���!7� 1S5� p_	�& �� �2�� �� 3�4& ��.�<  ,)�  �/)V  @B)15<  ,)� � �  �)#$  �� +�)� 
OS�T& jJ�1	 ���� .% �!" ��'+ p_	�& �� _��:&i �2�� �� 3�4& ��.�  |�	B)15 ��  ,)� 

� � ���� ) ,!_� $2�� ��	�T�6< �R/& /%��J7<   � � �� �UR� - �� /J )�UR� )  ,)Nx� 
@B� BR� .&���#� ,J ��B4	 ������ �#$ �/8/& �� B_� ������  �j)���> � B)��< ��  _)��:&i 

�2�� �� 3�4& ��.� � � ���� 3�� 2/	�D C�&�R r��`& �!" ������ �#$  �/)8/& 
�� B_� �� �� �6�s ���_1#� t�� �uR�� &� h!�� .� )�" ��  %�)K� � �)�  ,)J  B#�/)� 

��-	� *�`R &� B#� ��!��$ 2� ������  �)#$  %�)&� ����$ 2/	 )�D  �)�  ,)%�_R� )E}� ( ~�)?   
�%/?� �!��` �_�R ,� 2/	�D C�&�R   B��)�# .�� �R! <,)- 1:	 )!M  3�)� 2/	 )�D  C�)&�R 

r��`&   �6�s ���_1#� t�� ���$ *�`R *��� ����� � �!" #�2���  �)#$  %�)&� �� 

                                                      
1. Costinot et al. 
2. Patton 
3. Canela and Collazo 
4. Kole et al., 2005; Jondeau and Rockinger, 2006; Hu, 2006; Rodriguez, 2007; Sun et 

al.,2009; Ignatievay and Platen, 2010; Aloui et al., 2011; Cholleteet al., 2011; Garcia and 

Tsafack, 2011. 
5. Nelsen 
6. historical 
7. Monte-Carlo 
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�#��2��$ OS�T& s���& R��!   �	 BK 2���$ ,� ��R�a @��1h @B��J  �)-�&  B)#�/�  B)� .

�� ��" <*�!&  ����= I/��J 2� O46 � �  �)#$ S:	! )S�  �)��_&  �)�  �)6�s  ��)�_1#� 
�& B#�J   W# *�&2 �H� ��  )N/G�!7� �! )t���    ��)��� �  �)#$  _R�)-&� ��  w�):% 

&� B�J .�01#!"< ��" D��/	 ���H ,�  @2�B)R� h )!�$  ��)��� �  ,)%�_R� �$ ) )&}�� ( I�)���   
��!��� 2/	�D �#$ OS�T& BR� .B��" 	�	!s< CB& �#$ E�R @��� s����& �� ����p 4H� �  B)R� 
  ,� 7�6 �^& ��1J$ �� @��^��� 2� CB& �# R!2� BR��� .2� W[& �	�"  7I�)9&  ,�)�/R  @B)� 

�� ��" &2!,� &� *�/	 ,� ���/& 2�� @���� ��J:  
��,��1S=   /R�& �1 )2004 (�.  )&�R��i [�! ,)�  2�)�$ ��  ��)�$  ,)5/1-& �$ 2� �� .)�  �)#$ 
��_�5�$< ,J �� *+ ����� � �!" ������ ������ �#$ ��_�5�$  p)�/	  D)��/	  I/��)J  CB)&  2�)�$ 
@B�< ��[�`!� J��BR .*+ �# �� "���h�uR�� �!C�&�R� *�/� 2/	�D #�2��� �# �� ��[? CB& 2�  D)��/	 

I/��J ) M&�� I/��J$  )�/h�2<  )	�  -  I/��)J3<  )	�  -  I/��)J$  @ �)h  B)��$  @B)�4<    I/��)J$ 
xJ�*/�5 ) �2�� �� 3�4& ��.�   ���j  ��/)&  ��)u�R�6 ��  ,_)��:&  B)R��J .  �I�)�    �)	/#7 

)2006 (�� ))`# P�� ,))� �� +�))� �2�� �� 3�))4& ��.))� /)) 	̂��$ M=))`�& 2�  � Y��))� 
Nasdaq   S&P500 �� 2��\ R�&2� E � �/R��i 1992 �	 C � �_�J� 2003 ��  @��^�)�� 2�  )����  2�

D��/	 I/��J< */01# I/��J$ �	 -   �R�/!�)��<  I/��)J$  �)Jx�<   SJC  <I/��)J   �9&� ,)�  �)� 
CB& �#$ ,��`& �� +�� �2�� �� 3�4& ��.� B������� .��R�a ��-	� *+ �# *� R̀ &�  B)#�  ,)J 
CB& GARCH-E - SJC-Copula8 �_�R ,�  CB)&  �)#$  ��/)&  )�����<  */)01# 9EWMA< 

DCC-MGARCH< MGARCH<   _�!, 2��$ ��	�T�< 2� �^J )�� �! ��)`$  ����/)���  �)�� .
* 2+   ))�!��^10 )2007 (�))� @��^�))�� 2� #�!�))�� Copula-GARCH �� ))`# P�� �2�� �� 

3�4& �� .)� ��  ��)�$  /) 	̂��$  M=)`�& 2�  �  Y��)� Bovespa   IPC j=& )�. ��  S)N��i 

                                                      
1. Di Clemente and Romano 
2. Gaussian copula 
3. Student's t-copula 
4. Grouped t-copula 
5. Clayton n-copula 
6. Expected shortfall 
7. Helder Parra Palaro and Luiz Koodi Hotta 
8 . Symmetrized Joe-Clayton Copula 
9. Exponential Weighted Moving Average (EWMA) 
10. Ozun and Cifter 
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R�&2� 2/1/200 �	 28/2/2007 �!> �!�� BR��J .��R�a *+ �#  J�)K� 2�  �)H�   �^J )�� �! ��)` 
#�!��� Copula-GARCH �_�R ,�  CB)& EWMA  �)�� . �)R�#    *���)=1#1 )2009 ( ,)� 

�� +�� �2�� �� 3�4& ��.�  �)� #�! �)�� J�	 )!s  D)��/	  I/��)J$ 1���! )�B�    CB)&  �)#$ 
�� �UR� *��1#�R �V�� ���$ @��� �#$ R�2 �i  E�[)� NASDAQ   TAIEX ) Y��)�  E�[)� 

Z�/� �	�*�/ (�!" C�� �#$ 2000 �	 2007 B������� .��R�a MN�K 2� ��" ># P� /h )��$ � )�" 
sSt& ��� ,J CB& �, ,���h��J @B� ,� �_�R  CB)&  �)#$  ,��)`& ��  �� +�)� �2�� ��  3�)4& 

��.� ����$ �H� �!��`$ ���q ,� /:R$ ,J �� ��" *�!& I/��J$  )	�  �)��!�R�/  �)� 2/	 )�D 
��K!, �$ GARCH C�&�R �� �!" D��/	 I/��J  $������[��" ��=S15 ���.  

�� ��" ># P� R!j �� � )! �$ 2�  7�)4%�t&   �I�)�    <�)	/# * 2+    )�!��^<    �)R�#   
*���=1# �� @��^��� 2� #�!��� Copula-GARCH 2 ,�  �� +�)� �2�� ��  3�)4& �� .)� 

B_� ������ M=`�& 2�  � Y��� H!�1� 7I/G:& �!1!���    ����� Z�/�  *��)[	 �� 
2��\ R�&2� �$ 1383 �	 B�^��1391 #�/�!W ������ .�-�!J��   /{BR�83 )2001( $��� 

$��� !��TR" ���  2���" #�!��� ���$ CB& 2��$  ��)��� �   �� .)�  /)^	��$  @��^�)�� 
BR��J .&!2/�$   I�2�&4 )2005(< */	�� )2004(< J��!�-�    /{B)R�8 )2001(<   �I�)�   

�	/# )2006(< /�#   �� *��)�5 )2008(< ? )!/    )�	�6 )2008(<    �)R�#    *���)=1#7 
)2009 (�� 9:	!7�9 ��-	� OS�T&  2�"�� ��=� � @��^��� @��J BR�.  

3 .&�� .�7�0 V2�W;  

�� "�� ,%�9& D�2/	 EF/	 �� �� @��^��� 2� D�2/	 $�# ,!��K $� .	 �&�o!L@ �, ���  W!#�/)� 
�� +. �� "��  ��)��� 2�  �)��!#�  I/��)J  @��^�)��  �)&  W!)�J .��  CB)&  $2�)�  D)�2/	  $�)# 

,!��K $� 2� CB&  $�)#  UR�)���   �R�)�1#�R  �V�)�  W!)14	  ,)���� )GARCH ( @��^�)�� 
W!#�/� ��J .Uz�< 2�  s)!J�	  ")��  �  �)�  @��^�)�� 2� #�! �)�� Copula-GARCH  ,)� 

                                                      
1. Jen-Jsung Huang et al. 
2. Copula - Generalized Auto Regressive Conditional Heteroskedasticity. (Copula-GARCH) 
3. Rockinger and Jondeau 
4..Micocci and Masala 
5. Hsu et al 
6. Chiou and Tsay 
7. Jen-Jsung Huang et al. 
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�!> �! )�� �2�� ��  3�)4& �� .)�  B_)� ���� �)�  M=)`�& 2�  �  Y��)�  7I/)G:& 

�!1!���    ����� Z�/� *��[	 #�/�!W ������.  

1.3. 3A�0 $%� �+�)9 ��B�P �  

CB& �#$ �� �UR� R��1#�R� V��� W!14	 ,���� )GARCH (��j��$ B�1R�/	 �� @���  �)#$ 
��$ R�&2�< ,�  �@P �� ,&�R�� �#$ ��G�H� %�&�< B���#. CB& "�� �# ,� j-	�,   S:	 )!M   

>!� ��!� WVx	 �� #�2��� �#$ %�&� &� BR2���� .�R�M1 )1982(  $��)�  �)�TR!"  ��)�  2�
��" CB& �# ���$ >!� ��!� ��$ �#$ R�&2� %�&� E�[�   ��R 2�� @��^��� ��J.  

• XA� GARCH(1,1) 

���$ w�:% *��J 7�5xV� �!t��� �/8/& �� & )!*�  �#BR�1)��$  )��h�!*/ ��  E�)��# 
	1T!" �#��&����$ CB& ARIMA< CB& �#$ ��/R��\ ARCH <  ��  �)%�K  W!)14	  )����i 

*+ CB& ��/R��\ GARCH ��j�� S:	! )S�  _)���&�  �)�#B�    ,)�  7�/)N  )%��4& i1   2 
�G	�� &� BR/�.  

)1(  p q

t i t i i t i t t t ti i
r r a a ; a− −= =

= Φ + Φ − θ + = σ ε∑ ∑0 1 1
  

)2(  m n

t i t i j t ji j
a − −= =

σ = α + α + β σ∑ ∑2 2 2
0 1 1 

�� ��" ,%��4&
m

i t ii
a−=

α∑ 2
1

 *�`R  B�#�\ >T� ARCH   n

j t jj −=
β σ∑ 2

1
 YT`&  B)��J\ 

>T� GARCH  �)�� .� �  ,)�  @�����)J  @B)�  ��)�$  �� +�)�  �)#��&����  �)�  @��^�)�� 2�  D��)	 
���� ���1R  ,)� � �  �nJ�B)K  �)���  ���)1R2 MLE) ( �)�  3�)� t , t{a ,a ...,a }− −Ω =1 0 1 1 
B#�/� �/� .B��" 	�	!s< D��	 %��?� r��`& �� &� *�/	 ,� M=� %��4& i3 ��/R.  

)3(  
t t t t tf (a ,...,a ) f(a | ) f(a | )...f(a | ) f(a )− − −= Ω Ω Ω1 1 1 2 1 0 0  

�� @��� �#$ 4&o!" 1,..., ta a D��	 ���%�W� �nJ�BK  �)���  ���)1R3 )LLF (2�  )%��4&i 4 
�! �$ B#�/� ��J.  

                                                      
1. Engle 
2. Maximum-Likelihood Estimation (MLE) 
3. Log-Likelihood Function 
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)4(  
n

n k n k
k

LLF f(a | )
−

− − −
=

= Ω∑
1

1
0  

"�� �%�K �� �& *�/	 �� �# D�2/	 C� @�/� 2� tε $���  CB)&  $2�)�  W)Vx	  @��^�)�� 
��J .�� �-��� LLF �& BR�/	 �nJ�BK ��B9& $�B5 �� �� � � MLE B#B� ."�B�  s)!	�	< 

�� @��^��� 2� �o!L�&$�# T(x , x ,..., x )1 2 D�2/	 ,!��K $� �V�� GARCH(1,1)  $��)� 
XT+1  ,� M=�  i%��4&5 $���  � D�2/	 �&�RC   �	 ) �R�/!��� O��4	 �& �/�.  

)5(  ( )

d

T t t t

t t

t t

t

t t

t d

t t

P(X x | ) P(a (x ) | )

(x )
P( | )

a

(x )
|N ,    if   ~ N ,

t , 

a

(x )
|    if   ~ t

a
 

+ +

+

≤ Ω =

  
   ε

   


 
  ε    

≤ − µ Ω
− µ= ε ≤ Ω

α + α + βσ

− µ Ω
α + α + βσ

=
− µ Ω

α + α + βσ

1 1

1 2 2
0 1

2 2
0 1

2 2
0 1

01

  

• XA� GJR-GARCH(1,1)  

M=`& SN�� CB& �#$ ���i GARCH ��" ���  ,)J ���� B)� ��  )�UR� ��  *��)9�&  �)uR�� 
&� h!�RB .B��" ��4& ,J �� ��" �%�K hB�J���� ��R�@B ,���h &�  �/� .� , @ x)5<  3�)� 
&� �/� ,J 7�5xV�  �)_n&    )^�&�  �)'� � R�)�=� ��  W)Vx	 ) )%��4&i ��  )�UR�  CB)& (
&� <����h �&� ��" ����p B�R�& ����p 4H� � �� �#��2��$  %�)&� R! �)� . 7�)4%�t&  *�)`R 
&� B#� R�&2� ,J ,� �#��2��$ %�&� r/� ���  &� �/�< H!�1 �#  �)�  7�R�)�/R  B)���	B$ 

��� &� B��J .�� M��9&< R�&2� ,J �#��2��$ %�&� ,� �1� �_n& ��h�> <BR��� H!�1  �)# 
�� 7�R��/R ��1J$ �j���> &� �B��� .��" B��@B ,� ��'+ &�#�� �� #�2��� �#$ %�&� �_�R 

@��� &� �/�.  
�'� &�#�� �� �UR� /���   *��9�&�R< ,� �S5 �/8  �'� *��9�&�R �� �� �UR� V���< �'� 
�`h2��� ��  CB)& GARCH ��  �)1R�>  )&�  B)#� . B)��" 	�	 )!s<  CB)&  �)#$  *��)9�&�R 

GARCH �� � �!��`$  �B���� .�� ��" & )!�*<  CB)& GJR-GARCH  p)�/	  <"�)�/Sh 
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"�R�h�8   MR��1 )1993 (�� w�:%  *��)J  7�)6 �^&  I�)�  ,)�  7�/)N  )%��4&i 6 �4	 )�O 

&�  /��.  

)6(  m n n

t i t i j t j t j t ji j j
a s a− − − −= = =

= + + +∑ ∑ ∑σ α α β σ γ2 2 2 2
0 1 1 1

  
,J �� *+ t i

t i
t i

aif
S

aif
−

−
−

<
=  ≥

01
00

 ��4� ��,=� ,��� ,� ��B9& t ia −  ,)J ��  I�)�  )��  �)�!�" 

��B9& ,R���+ ���H h!�� t ia −
2 ����$ ��'+ 	 �^�&� �� �� �UR� V��� tσ2 q��� � , �/)V$ 

,J ���$t ia − >0 �'� MJ � ,� !Sii t ia −α 24	!!" &� ��/   &���#� ,Jt ia − <0 <B)���  �)'� 
MJ �. r/� @B����   �)�  #�2�)��  )� , )� !Si i i t i( )a −α + γ 2  @2�B)R� h )!�$  )&�   /)�� .

�������"< &� *�/	 ��u�R� ���� ,J ���$ ��_�� B� ��B9& @B��� +�� ���$ iγ �_n&  B)��� .

@ x5 �� ��"< , , ,α > α ≥ β ≥ β + γ ≥0 10 0 0 0   α + β + γ ≤1
1

1
2

 �)�� .2/	 )�D  )��K!, �$ 

V��� xt-1 �9	�|�_ ,��`& CB& GARCH ���.  

)7(  ( )

d

T t t t

t t t t

t

t t t t

t

t t t

d

t

(x )
P(X x | ) P( | )

a .s

N ,    if   ~ N ,

t ,     

(x )
|

a .s

(x
if   

)
|

a
 t

.s
~

+ +

  
 

− µ≤ Ω = ε ≤ Ω
α + α + βσ + γ ε

− µ Ω
α + α + βσ + γ ε

=
− µ Ω

α + α + βσ + γ

 ε
   


 
  ε

ε   

1 1 2 2 2
0 1

2 2 2
0 1

2 2 2
0 1

0 1
  

2.3. $TE)U :+;�< � &�� 	��#$%  

"� � ��� ,J �2�� �� 3�4& ��.�  B_)� ���� �)�  ,)�  )� !Si  #�2�)��  �)#  E�B)J 2� 
������ �#$ /&�/8 �� B_� ������ M��H �4	�O ��� .2� /�$ ��<�� ������  ��)��� �2   
,� v/G� ������ ����� � 2� 2/	�D  ,�&�� �#$ BK$ )���" ( _)��:&i �2�� ��  3�)4& 
��.� �� ,� 7B� �:	 �!'(	 ���H &� B#� .,�  7��)_5 �� <�)�  �)6�s  ��)�_1#�<  ,)J 2� 
���a �	�" 4&!�#��$ @2�BR� h!�$ ����� � �� ��,&�R �#$ �����J$ ��G�H�  %�)&�  <�)�� �� 

                                                      
1. Glosten, Jagannathan and Runkle 
2. Dependent Structure 
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sS�� ���/& ���$ N/	!O    �� +�)�  �����)�  ��)��� � �� 2 )�*�  �)#$  ��j)� ���J�R �)� .
�������"< |�_%�� ,� �� +�� ,R *�B�? H�!y �2�� �� 3�4& ��.� �-�& &� �/�.  

1.2.3. Z��U �>J.1  

�x=�� )1959 (���$ ��TR!" ��� D��/	 I/��J �� �� �H!, �$ ,� 7�/N 2�� ��4&� ��J:  
3�� �J!B F(x , x )1 2 *�`R B�#�\ �. D��	 2/	 )�D  EF/)	  ��)�$  �  �)o!L�&  ���)G	� 
X ,X1 2 �� D��/	 ��K!, �$ F (x ),F (x )1 1 2 2 B��� .@��R+ �. D��	  I/��)J  B)�R�& C  ��)�$ 

�# ��9&�� 9K!9� 1 2,x x ,� 7�/N 2�� �/8  ����.  
)8(  F(x , x ) C(F (x ),F (x ))=1 2 1 1 2 2

  ,J �� y�`& "���h 2�  � A�V %��4&i 8 ����W.  

)9(  i i

i i

i i
i

F(x , x ) C(F (x ),F (x ))
f (x )f (x )

x x F F

C(u ,u ) F (x )

u u x

c(u) f (x )

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂= ×
∂ ∂ ∂

= ×

∏
∏ɶ

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2 2
1 2 1 2

1 2

1 2  

,J �� *+ f i D��	  %�)�?� Fi   ui=Fi(xi)  ��)�$  �)# i ,=1 2 < u (u ,u )=ɶ 1 2   c(u)ɶ  D��)	 
%��?� ��I/��J .&���#� ,J �o!L�&�# �!,��/ <B���� �H!i �x=�� *�`R  )&�  B)#�  ,)J 

�# D��	 2/	�D C�1�K� B�?�o!L�&@  )&�  B)R�/	  �)�  )�. 2/	 )�D  )��K!, �$    )�.  �����)� 
����� � ,� 7�/N i%��4& 9 *�`R @��� �/�.  
�h� i1# ��K!, �# �!,��/ B����< @��R+ I/��J �����=   ,� 7�/N ���=  )&�  *�/)	 *+ 

�� �� @��^��� 2� ��9&�� OS�T& D��	 2/	�D ��K!, �$ �!*� ��J .W[&  �)	�"  � )hP� �R! )-i 
�@B��� *+ ��� ,J #!� &�j%��  )�_&�  �)�  ,��)`	 2/	 )�D  �)#$  )��K!, �$  �/)8   ���B)R .

�01#!"< E2I R!�� ,J ��T�R� I/��J ,� 2/	�D ��K!, �$ � B:& /��.  

                                                      
1. Sklar's Theorem 
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2.2.3. /��%�0 P3�8E	 �)\�	0(1  

�6�s ���_1#� t�� ������ ����� � SJ� �� *�`R &� B#�   ��  Z�)��  D��)	 2/	 )�D 
EF/	 F M��H �!*� ��� .�� %�K� ,J #�h� 7�H � Hx5, B�& ,�  )�����  ��)��� �  4)6/&� 
��#!<W ,J �� @��� �#$ %�&�   ��G�H�$ 2� 1#�!�  �@P �$ ����/��� ��� .�� ��"  �)%�K 

 2�5/R� 2� ����� � <,J ,� ����� � ,%�_R� �$ )}&�� (A �4& ���< @��^��� &�   )�J!W .�� 
9K!�9< ����� � ,%�_R� �$ ����� �  )�!" �o!L�& �)# �� ��  )�.  E��)[?  I�)��� ) r��)? (

�1� ����   �. E��[? ��!��� )r��? (�1� �?  �$ [ ]I ,= 22 01 @2�BR�  )&� h )!�� .
����� � �,%�_R �$ t���i ����� � �!" ��9&�� ��j� ).?/J( 2�  )�.  �)o!L�&  �)�  ��)9&�� 
��j� ).?/J( 2� �o!L�& ���� �� N/	!O &� <B�J  ,)J  �):	  *�/)�5  ��)��� �  ,)%�_R� �$ 

I���� )��!���( �4	�O &� BR/�.  

�uR�� ��!��B( )T
X X ,X= 1 2 �.  ����)�  ���)G	� }� � B)4$  <B)���  /)h!�W X ����$ 

����� � %�_R�i I���� <��� @�h�#:  

)10(  ( ) ( ) ( ) ( )U
u
lim P[X F u | X F u ] 

−

− −

→
λ = > >1 1

1 1 1 2 2 2
1  

,J �� *+ iF −1Z/=4& D��	 2/	 )�D  )41-	�  ��)�$ iX  �)�� .�� �R! ,)- X ��  7�/)N 

Uλ =0 ,� %�_R�i I���� ����� �  B)#�/TR  �)���.  ,)�  @ x)5<  /)h!�W( )T
X X ,X= 1 2

 

����$ ����� � ,� %�_R�i ��!�" ��� @�h�#:  

)11(  ( ) ( ) ( ) ( )L
u
lim P[X F u | X F u ] 

+

− −

→
λ = ≤ ≤1 1

1 1 1 2 2 2
0  

3.2.3. :+;�<� X��$E2  

�R/�3 )2000 (D��	 2/	�D ��/R��\ D��	 I/��J$ C�&�R ��  ,)�  7�/)N  i)%��4& 12 � )!*� 
��J:  

)12(  ( ) ( )GaC u , u ; ( u , (u ))− −
ρρ = ψ ψ ψ1 1

1 2 1 2

  ,J �� *+ ρψ D��	 2/	�D C�&�R ���BR����  ��o!L�&@ �� �6�s ���_1#�( , )ρ∈ 0 1 ���.  

                                                      
1. Tail Dependence 
2. normal copula 
3. Song 
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4.2.3.9%�� :+;�<� 0� - �.�5E	+  

�?�_&�   *���=1# )2001 (D��	 2/	�D  D��)	  I/��)J$  �)	 -  �)��!�R�/1 ��  ,)�  7�/)N 
 i%��4&13 �!*� BR��J.  

)13(  ( ) ( ) ( )( )T
,C u ,u T t u , t u− −

υ ρ υ υ= 1 1
1 2 1 2

  ,J �� ���-� Tv,ρ 2/	�D  ��o!L�&\ �	- ���!<�R�/ ρ �6�s ���_1#�< v 8��i ��2+$<   

vt −1 Z/=4& 2/	�D .	 �o!L�& \�	- ���!�R�/ ���. �?�_&�   *���=1# )2001 ( *�)`R 
BR��� ,J D��	 I/��J$ �	 - ���!�R�/ �!��R� ����� � ,%�_R� �$ I����   ��!���  ,)�  �/)V 

W# *�&2 ���.  

5.2.3.:+;�<� ����.A0  

I/��J$ 1���!�B� �. ���i W[& 2� D��/	 I/��J  �)�  �����)�  @��)�    )N/G�!7� S:	! )S� 
*� ��� ��� .I/��J$ 1���!�B�  ��o!L�&@ ,�  7�/)N [ ]C(u ,u ) { (u ) (u )}−= ϕ ϕ + ϕ1

1 2 1 2 
<�))�� ,))J �!<,�))�/ J�))!|�B ))`#�J�<   ����$ D��))	 B))%/& : [ , ] [ , ]ϕ → ∞0 1 0 ,))� �/))V$ 

,J( )ϕ =1 0   D��	 ,_� Z/=4&[ ]−ϕ 1 ,� 7�/N  i%��4&14 ���.  

)14(  [ ] ( ) ( ) ( )
( )

t          t
t

                     t

−
−  ≤ ≤=  ≤ ≤

ϕ ϕ
∞

ϕ
ϕ

1
1 0 0

0 0  
ϕ�� J�!B /h�<B� @�h�#( )ϕ = ∞0 .���*� �J� ��� ,J 2� 7�9�`& �. ,��V ϕ  �/)8  
����,   ϕ �. D��	 oB:&� ��� .,� �/V v�� ( )′ϕ 0   ( )′ϕ 1 �4&� 7�9�`& �. ,��V 

�� 2�& ,�&�� �#$ ϕ B���#.  
,� Q/R I/��J$ ��1�!�B� ,� 7�/N ���a  @��^�)��  )&�  �/)�:  I/��)J$ xJ� */)�2 

)xJ�*/))�< 1978(< I/��))J$ .))R���3 ).))R��� <1979(<   I/��))J$ M))_&�h4 )M))_&�h <
1960(< ,J �� ,&��� ,� *+ �# @���� B#�/� B�.  

                                                      
1. student copula 
2. Clayton copula 
3. Frank copula 
4. Gumbel copula 
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• :+;�<� ><)�+�  

��" D��	 I/��J ����$ 2/	�D *��9�&�R ���q ,� /:R$ ,J �� *+ ����� � ,� %�_R�i  )^�&� 
�!��` 2� ����� � ,� %�_R�i �_n& ���.  
)15(  

CC (u , u ) max[(u u , ]− θ − θ= + −1 2 1 2 1 0
  D��	 B%/& *+ ,� 7�/N  i%��4&16 ���.  

)16(  (t) (t ), where [ , )− −θϕ = θ − θ∈ − +∞1 1 1
  ,J �� *+ ����� � ,�  )%�_R�i  I�)� 

CUλ = 0   ��)��� �  ,)�  )%�_R�i  �)�!�" 
CL

−−θλ =
1

2 
B#�/� �/�.  

• :+;�<� ^8��_  

��" Q/R 2� D��	 I/��J R!j */01# I/��J$ xJ�*/� ����$ 2/	�D *��9�&�R ��� . Ax��)� 
I/��J$ xJ�*/� ����� � %�_R�i �_n& �� *+ �!��` 2� ����� � ,� %�_R�i ^�&� ���.  

)17(  
GC (u ,u ) exp( [( ln(u )) ( ln(u )) ] )

−

= − − + −θ θ θ 1

1 2 1 2
  ��" D��	 I/��J ����$ D��	 B%/& ) i%��4&18 (���.  

)18(  (t) ( ln(t)) ,ϕ = − ≥θ θ 1
  �������"< �� D��	 I/��J$ M_&�h ����� � ,� %�_R�i �I� 

GU
−θλ = −2 2  ����� �  ,)� 

%�_R�i ��!�"
GLλ = 0B#�/� �/�.  

• :+;�<� *E$6  

��" Q/R 2� D��	 I/��J �%�K  *��)9�& 2�  I/��)J$ 1���! )�B� ��  ,)�  7�/)N   i)%��4&19 
�1R�> &� B#�:  

)19(  
u u

F

(e )(e )
C (u ,u ) ln( )

e

− −

−

− −= − +
−

θ θ

θθ
1 2

1 2
1 1 1

1
1  

�� D��	 B%/&:  

)20(  
te

(t) ln( ) ,
e

−

−

−ϕ = − ≠
−

θ

θ θ1
1

1  
�� ,8/	 ,�  *��)9	  D��)	  I/��)J$  .)R��� �� � )�"  D��)	  I/��)J  ��)��� �  ,)�  )%�_R�i 

I��
FUλ = 0  ����� � %�_R�i ��!�"

FLλ = 0B#�/� �/�.  
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6.2.3 .	��#$% $����; :+;�<  

�� ��" >T� ���� 2� ���a �	�" � � �#$ �� +�� ��&����  I/��)J<  ,)J �� ��� )!7�  ��)G�H� 
%�&� @��^��� &�  /��< !�*� B#�/� B�.  

• &�� $`<AB 5.� 0)��E )MLE( 

3�� �J!B nX , ,X…1 �o!L�&�#$ ���G	� �� D��/	 2/	�D nF, ,F…1 B����   �#��&����$ 
�/��& ,� ��" 2/	�D �# ,� 	�	!s n, ,α … α1 @�/�   ����$ D��	 2/	�D EF/	 F <B����  @�)�R+ 

�� ,8/	 ,� �H!i �x=�� ����W:  
)21(  ( ) ( ) ( )( )n n n nF x , , x | , , , C F x , ,F x… α … α θ = …1 1 1 1

  �� ���-� C D��	 I/��J �� ��&���� θ ��� .D��	  %�)�?�  EF/)	 nX , ,X…1  ,)�  7�/)N 
 i%��4&22 ���.  

)22(  
( )

( ) ( )( ) ( )
n n

n

n n n i i j
i

f x , , x | , , ;

c F x ; , , F x ; ; f x ;
=

… α … α θ =

α … α θ α∏
1 1

1 1 1
1

  

c D��	 %��?� D��	 I/��J$ C ��� .�������"< D��	 ���� ���1R ,�  7�/)N   i)%��4&23 
���.  

)23(  
( )

( ) ( )( ) ( )

n

n n

n n n i i i
t i

l , , ;

(c F x ; , , F x ; ; f x ;
= =

α … α θ =

α … α θ α∏ ∏
1

1 1 1
1 1

  

y�`& 7��_5 I�� �� �_�R ,� �# �. 2� �#��&����$ 1, , nα α…   θ<,���h �� B:�& 
*������H p�� � MN�K �� �^N �#��&���� �� �� +�� &� �J!W. 

• &�� $% a��7�.� ��B�P  �2)IFM(1  
 

� � �nJ�BK ���� ���1R ,� 7�_��:& 2���$< ,� v/G� �� ���/&$ ,J ��4�� 2 )���  <B)��� 
R!2� ����< 2��� �� ��" � � ���B ,� �/V W# *�&2 �#��&����$ 2/	�D  �#$ ��K!, �$    ��&���)� 

����� � *�`R @��� @B� ,� � !Si D��	 I/��J  �� +�)�  BR/)� .2� � )�"  �<  ")1%� �2 )2000 (
���$ �� +�� ��" ,5/1-& 2� �#��&���� � � ,SK�& � �$ �� ,� 7�/N 2�� �!��[�` ��J:  

                                                      
1. inference for the margins 
2. Durrelman et al. 
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�� % �!"  ,)SK�&  �)#��&����$  )��K!,  )θ1 (��  �)� � $��)8  �� +�)�  ��)�$ 2/	 )�D  �)#$ 

��K!, �$ .	 �o!L�&@ �� +�� &� �J!W.  

)24(  ( )
N n

j jt
t j

A rg Mˆ ax ln f x ;θ θθ
= =

= ∑ ∑11 1
1 1  

�� & �!" E�h �� 3�� θ̂1 �#��&����$ D��	 I/��J )θ 2 (�� �� +�� &� �J!W.  

)25(  ( ) ( )( )
N

t n nt
t

Arg Max ln c F x ,ˆ , F xθ θ
=

= …∑12 1 1
1  

��" � � � � ������� ���$ ��K!, �# )IFM (&�R!@B &� �/�.  

3.3. &�� �	 '$(� �)*�  

*�1# �/V  ,J|x_H R!j @���� B�< �2�� �� 3�4& ��.�  "���)`!�   *�)�2     ��)u�R� ��/)&
,��&�� .� $���h  YT)`& �R�&2 y�� ��  <  �t)� ��   *�)�!1V�   "!)4& ��   @2�B)R�  $�)!h  

�& B��1R. �!*� ��6�� �2�� �� 3�4& ��.� ,� 7�/N ��4& i%26 �4	�O &� �/�.  
)26(  Pr[p p VaR]− ≤ ≤ α1 0

  ,J 0P �2�� B_� ������ �� *�&2  �^)N   1P �2��  B_)� ��  *�)&2  )�.  �)��   α R )!j 
�t� �����4&$ ��&+$ ��� .C�K �h� D��	 2/	�D 41-	� �2�� B_� ������ �� � �\ 	+� 

�� ,� M=� F(p) *�`R #�!<W Z/=4& D��	 2/	�D 41-	�  *�)`R � B)�#\ �R�/J )!M 2/	 )�D 
#�2�)))�� �)))�� .<"�����)))�� �2�� �� 3�)))4& ��.)))� �� )))&� *�/)))	 ,)))� 7�/)))N 

VaR( ) F ( )−α = − α1 1 �,  ��� �� +.  
���$ �� +�� �2�� �� 3�4& �� .)�  B_)� ���� �)�  �)�  @��^�)�� 2�  �� ��)= Copula-

GARCH #�2��� B_� ������ Xp,t ��  � ������ ,tX1   ,tX2 �uR��  ,)���h  @B)�  �)�� .
#�2��� *+ ,� 7�/N ��-	� �� *2  #�� ,�  � ������ �/8/& ��  B_)�  ,)�  M=)�  )%��4& i

27 �!�* @B� ���.  

,J �� *+ w   ( )w−1*�`R  B�#�\ *2  ������ �#$ �/8/& ��� .�� ># P� �6�K � )�" 
*2  �#  ��&$ �uR�� ,���h @B� BR�q  <��� �J� ,� E2Iw�:% ��" 3�� �-�& ,� M!1:	 

)27(  p,t ,t ,tX wX ( w)X= + −1 21
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H!B$ ���$ ,Sc�& B#�/TR B� .B��" 	�	!s< #�2��� B_� ������ ,�  M=)�  Ub3	�(� 28 

�4	�O &� �/�.  

<"������� �� w�:% *2   ��&$ ,� ������ �#$ �/8/& ��  B_)� ���� �)�    "���)h�uR�� 
�t� �����4&$ 1 BN�� ,� %��4&i 29 B_	�M B#�/� B�.  

�� ,8/	 ,� �!,��/  *�/� #�2��� B_� ������ �� +�� �2�� �� 3�4& ��.� ,�  M=)� 
 ,%��4&30 O��4	 �&  �/�  �/c	$ �x=�� ��4&� B#�/� B�.  

C�K &� *�/	 �2�� �� 3�4& ��.� B_� ���� �)� ��  ,_)��:&    �� +�)�  ��)J . ��)�$ 
2������ �H� CB& �#$ �2�� �� 3�4& �� .)�  2� B)�?  Q/)R 2� � �  �)#$  U)�  �)&2+�� 

*/01# */&2+ �/J!.1 )*/&2+ >�/� �!V����(2< */&2+ �J� ")���/��3 )1998(<   
U� �&2+�� �� ��_&$ D��	 2�*� @��^��� &�  /��.  

4.3. c;  ���#0)4  

���$ ��^���\ "c1t& 2� CB& �#$ �!> �!�� B��J\ �2�� ��  3�)4& �� <.)� E2I  �)�� 

                                                      
1. Kupiec Test 
2. Unconditional Coverage Test 
3. Christoffersen Test 
4. Back Testing 

)28(  

p,t t t

,t ,t t t

t
,t ,t t

P(X VaR ( ) | )

P(wX ( w)X VaR ( ) | )

VaR ( ) w
P(X X | )

w w

−

−

−

≤ α Ω

= + − ≤ α Ω
α −= ≤ − Ω = α

1

1 2 1

1 2 1

1

1  

)29(  p,t t t ,t ,t t t

,t t ,t t

P(X VaR ( ) | ) P( X X VaR ( ) | )

P(X VaR ( ) X | ) .

− −

−

≤ α Ω = + ≤ α Ω

= ≤ α − Ω =

1 1 2 1

1 2 1

1 1
2 2

2 0 01  

)30(  
t , t

t , t

p , t t t

VaR X

,t , t t , t , t

VaR X

,t , t t , t t

, t t , t , t

P(X VaR ( ) | )

f (x , x | )dx dx

c(F(x ), F(x ) | )f (x | )

f (x | )dx dx

−

∞ −

−−∞ −∞
∞ −

− −−∞ −∞

−

≤ α Ω

= Ω

= Ω Ω

× Ω

∫ ∫

∫ ∫

2

2

1

2

1 2 1 1 2

2

1 2 1 1 1

2 1 1 2
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��_�5� *+ �# �� �H� �����   ��=S15 *+ �# 2������ /�� .�. � � ^& )!B  ��)�$  >-�)� 

��=S15 ��" 4&!�� U� �&2+�� ���  ,J�� �, h��J!�$ � � �#$ o1J� ,� 4	 !)!" & �)9��t 
�!> �!�� �#$ CB& �� 	�6 �^&� ,J CB& �� Z��� *+ �# ��� @B� &�  �2���)� . )�01#!"< 

*�=&� ,_	� B��$  � � �#$ OS�T& _��:&i �2�� �� 3�4& ��.� �� W#��� &� B�J .�� 
����B� U� �&2+�� �� .)� @� �  �)#$  ,�)��h  ,_)��:&  �)&  )�/�    �)� �9&� )�i �� .)� 
,� ��� @B&+ 2� CB& �� @��� �#$ 4H� � &� *�/	 ��=S15 CB& �� -��!B .�� U�  �)&2+�� 2� 
#�!��� �-��\ *��S�1 @��^��� &� �/� .��  M=)� 1 ���� B)�  ��)T�R� @���  �)#$  )1T	!" 

p�/	 �-��\ *��S� M��H @B#�`& ���.  

^J� 1. 0/E+/O $6A7) d�e�E H		 �2 f.+� $g7;� ���M?  

1.4.3. �+��# ;+<�*2 

���$ _��:&i �H� CB& �# �� 4	!!" �2�� �� 3�4& �t�  )&�  *�/)	 2�  */)&2+ �/J )!. 
)*/&2+ >�/� �!V����3 (@��^��� ��J .��" */&2+ ��  C�)� 1995  �)�  Z�)��  */)&2+ 

�_�R �nJ�BK ���� ���1R $��� 4	!!" �H� CB& �#$ OS�T& �� 2��\ 1V�!*�� @���  @B)� 
Q�B�� B�. �� "���h�uR��  � K�%� ��=�   9�/&!� �. 2/	 )�D  ,)S18 � �$  ,)�  �)�� 

&� +�B   &� *�/	 �o!L�& ( )tI α��< ,J α�t� >�/� �2�� �� 3�4& ��.�  �/)��& 
,� 7�B#�`& <��� ,� 7�/N  i%��4&31 O��4	 �/1R:  

,J tr�2�� ������ B_� �#�� � �\ t   
t tVaR ( )− α1

 �2�� ��  3�)4& �� .)�  B)N��$ 

                                                      
1. Rolling Window 
2. Kupiec Test 
3. Unconditional Coverage Test 

)31(  t t t

t

if r VaR ( )
I ( )

otherwise

−< αα = 


11

0  

   t
ime
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� �\ t � �`& �� 7�5xV� �/8/& �	 � �\ t −1 ��� .�������"< ,�  �/)u�&  */)&2+  �)H� 

CB&< ���B 6��!i �^N )Q/1-& ��=� �# ����$ 2/	�D ,S18 � �$ ���( �� �����  )6��!i 
M��9& *+ )Q/1-& ��=� �# ����$ 2/	�D ,S18 � �$ R!�� (*/&2+ �/�. 

�. 4&!�� W[& ���$ */&2+ ��" 6��!, ,8/	 ,�  �_)�R  )tT	�1  )��  �_)�R  �)�=� 
��� ,J 2� �V�y �_�R ��B4	 tT	� �# �� MJ ��B4	  )�!> �! )��  �)#  ,)�  �)��  )&� + )�B .

&� *�/	 6��!i �^N */&2+ �/J )!. ��  ,)�  7�/)N  *�/)������  �_)�R  �)�=�    �t)� 
>�/� ��/& ��u�R� �4	�O �/1R. 

$��� */&2+ i!6�� �!�� �& *�/	 2� */&2+ �_�R �nJ�BK �������1R  @��^�)��  ��)J 
,J $���� D�2/	 $�J   � �� i8�� $��2+ .� ���   \��&+ *+ 7��_5 ��� 2�:  

,J �� *+α̂ �_�R ��B4	 7�4�� y9:	 ��=� �� >!� ��!� ��B9& �t� ,�  M)J  ��B)4	 
( )tVaR α ,_��:& @B� ��� .�h�  ��)&+\  */)&2+  >)�/�  �V�)��!�  ��)`!� 2�  ��B)9& 

�R��:� D�2/	 $�J   � B���< !6��i �^N �� �& �/�   �1R *�/	 ������  ,)J � �  ��/)& 
�uR �2�� �� 3�4& ��.� �� ,� ����� �� +�� &� B�J ��< ,�  	��)_5� �� �)�< 2� �^J )�� 

����/��� R!��.  

2.4.3. �+��# $<)1.$6+�� 

�J�"���/�� )1998 (�� "���h�uR�� �. ��&+\ �j-& ���$ */&2+ Cx9��� tT	� �# ,�  4)�/	i 
*/&2+ �/J!. ������   R/&2+� ���$ �t� >�/�  V�)��2 �! ��[�)`  �)J� .� )�"  */)&2+  ,)� 
�����  �  �hP� ��R ��=� :N!�   Cx9��� tT	� �# ),J 2�  �hP�  �)#$  CB)&  �)#$ VaR 
�/� ��� (&� �2���� . ����)���"< � )�"  */)&2+ J�	! )_� 2�  */)&2+  �t)�  >)�/� �! V�)���   

Cx9��� tT	� �#��   ��&+\ */&2+ *+ 2� J�	!s ��&+\ */&2+  �_)�R  �)�=�  �)#$ �/J )!.3 
)>�/� �!V���� (  ��&+\ */&2+ x9���C MN�K &� �/�< ��4�:  

  

                                                      
1. violation ratio 
2. conditional coverage level 
3. Kupiec’s Proportion of Failures (POF) -Test 

)32(  ( )T x x T x x
uc ˆ ˆLR ln ( ) ( )− −= − − α α − α α0 02 1 1

  

)33(  
CC uc indLR LR LR= +
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�� ��_&$ */&2+ >�/� �V���!�< �h� CB& H�!y1 <B��� �_R�B tT	� 2 �&� ,����  ,� � )�" 

Q/6/& B��� ,J +�� �� 2 � M_H tT	� �� @��� ��� �� � )!� . �)� J�	 )!s  *�/)1R  ��)&+\  */)&2+ 
�_�R ��=� �#$ �/J!.   Cx9��� tT	� �# &� *�/	 */&2+  >)�/�  V�)�� �J� ")���/�� 

��< ,J ����$ 2/	�D �J$   � �� 8��i ��2+$  � <���  E�)-R� ��� .��  s)%�H  */)&2+ �J� ")���/�� 
&� *�/	 �� _��:&i �j-&$ @��&+ �#$ */&2+ �_�R  �)�=�  �)#$ �/J )!. )ucLR (   Cx9�)�� 

tT	� �# )indLR (� �2������ �/1R ,J �S5 *B��� !6�� i�^N )tT	� �#  ,)�  �/)V  M9�)�& 2� 
W# )iid (����$ 2/	�D %/R��� �� C�1�K� ��=� α B���# (�!H��!y *�/� �t� >�/�  @�/)� 

�� ,�/� �$ *�/� tT	� �# .Mz1J2 )2005 (�� +��$ &� B�J ,J �� ���� 2� ���/&  ")=1&  �)�� 
CB& �^&3  �� */&2+ r��`& y�/& �/�< �� %�K� ,J ��  */)&2+  �)#$  �j)-&$  Cx9�)��  )�� 

>�/� �V���!� ��=� @��/� ��� . ����)���"<  )�K�  �)h�  */)&2+  r��)`& �R! )-i  )�_n&� 
����< ���B �R!-i */&2+ �#$ �j-& �� R!j ����� ��J.  

3.4.3. c; ���#0) $% �78�� 9%�� �)�� 

� � �#�� ,J ��" */&2+ �#$ �^J�� �� �� 9�/&!� �`� ��  )&�  B)R���h  ,)�  )SK�&i E � 
&� B��� .�� SK�&i C � */&2+ �#�� ����!W ,J |���N  ��B)4	  )tT	� �� *+  W)[&  �/)�   

h�j�� tT	� �# �� ��T�R� � �  CB& ,� SK�&i E � �'�$ ���BR .�������"< D��	 2�R��  ��
,J BR�/�� h�j�� tT	� �# �� ���� h!�� ,� 7�/N i%��4& 34 �4	�O &� �J!W:  

D��	 2�*� I�� h�j�� tT	� �# �� �� *�/	  � �8�,1 &� B�J . %B)&� ��  ,)�  CB)& �� �)� 
8�	!� &� #�!W ,J p�/�& D��	 2�*� *+ ��1J B��� .p�/�& D��	 2 )�*� �� R )!j  ,)� � )�" 

7�/N T

tt
lf N

=∑ 1
 �4	�O &� �J!W.  

4 .		H �2� ����h  

 2�7�5xV� �/��&  ,�Y��� H!�1�  7I/)G:&  )�!1!���    ��� �)�  Z�/)�  *��)[	< 2� 

                                                      
1. accurate 
2. Campbell 

)34(  t t t t
t

t t

[x VaR ] if x VaR
lf

if x VaR
+ +

+
+

 − <= 
>

2
1 1

1
10  
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���� 1��� Z�/� *��[	< �� 2��\ R�&2� 14/10/1383  �)	 28/12/1391  M&�)� 1890 

@��� ���$ �# ��$ R�&2� @��^��� B�@ ��� .2� �-R+�� ,J ��"  Y��)�  �)# ��  )���� 2� 
��	�� �# �*��= <B���!R M_H 2� �# ,R/h CB& 2��$<  �)�$  R�)&2�  ,)V/��& ��  ,)�  w�):% 
��	�T� "�1# �/1R�W .@ x5 �� ��"< ���$ ����� ��_	�� ��2�� �#$ %�&� 2� @�2�� ,R�2 � ,� 
�8$ H!�1 @��^��� &� �J!<W 2��� @�2�� ������ �. Y��� M&�J   * B� 9& )!Z�  ��)�$ 
2������ �N�� �#$ �&���, ���h$ ���    )�01#!" :	S )!M  �)�$  �)#$  R�)&2�  #�2�)�� 

*��+ �	 2� ��$ R�&2� H!�1 ��� )Mz1J <1997 .(@�2�� ������  �)#$  ��/)&  )�����  ,)� 
7�/N ���%�1�� �� 7�_��:& �� �! �$ 2� i%��4& 35 �uR�� ,���h @B� ���.  

,J �� *+ rt #�2��� ���%�1��< pt  H!�1 �� *�&2 t <  tp −1 H!�1 �� *�&2 1t- ���.  
�� C B8 1 N/G�!7� ��&+$ @��� �#$ ��/& @��^��� ,Nx�  @B)�  �)��.  M)��H  ��_��)�� 
��� ,J �6�s `J!hB� #�2���  �  @ �)h  7I/)G:&  )�!1!���    ��� �)� ��  Z�/)�  *��)[	 

�!��` 2� �6�s `J!hB� D��	 %��?� C�&�R ���. �#  � #�2��� ����$ /?�%�  B��)�#     \��)&+
r��8 ��� �!��R� *+ ��� ,J D��	 2/	�D #�2��� ������ �# C�&�R R!�� . )�01#!"<  �)�R�a  �/)��& 

,� */&2+ R/S   GPH J�K�  *�B9�u��Ki 7B&B�S� �� �!" @��� �#$ ��/& @��^��� ���.  

X�A, 1. �)_W0 �2� ���#� � �+��# 	+,� T6�BU �A�A7M% �	 %�1 �� H�$_ �	 H	��% �:+


�����0) ��	 �0)   

H	��% ��/3)��0    i-�� H�$_ �����0)  i-�� H�$_ ��	0)  

&!�R�!"    0068/0 0001/0  
jJ�&�W1    1152/0  1129/0  

&!�!W1    214/0-  037/0-  
A��:R� 4&!��    111/0  005/0  

�%/?�    217/3-  839/6  
`J!hB�    621/8  909/13  

*/&2+ r��8 ���  
@��&+  *621335  *155416  

C�1�K�  000/0  000/0  
��&+ \*/&2+ R/S    367/1  523/1  

*/&2+ GPH  
@��&+  057/0-  201/0-  
��&���� d 5917/0-  0196/0 -  

*  ��6��!i �_& �^N� C�&�R 3�� �� �����4& �t� �� *�/�$ 1BN��  

)35(  t t tr ln(p p )−= ×1 100
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5 .��E)j %$g�0 V2�W;  

• 	��#$% �+�)9 *� $k�l��H 

2� �-R+�� ,J #�2��� ��$ �#$  R�)&2�  ��/)&  )&2+*/ ����$  W)Vx	  ,)�/� �$  B)R�<  ��)�$ 
��h2��$ 2/	�D ��-	� #�2��� �# E2I ��� 2/	�D ��K!, �$ ���$ *+  �)#  �)uR��  �)��h .

<"������� CB& �#$ .	  �)o!L�&@ ( )GARCH ,11   GJR- ( )GARCH ,11  )��4&�  @B)� �� 
>T� S_H� ���$ �# E�BJ 2� ��$ �#$ R�&2�  ��/)&  )�����  �)� 2/	 )�D  �)#$  <C�)&�R  )	� 

���!�R�/<   	� ���!�R�/ ,%/? �� +�� �B.  
��R�a ��" �� +��  ��)�$  � Y��� 7I/G:& �!1!���    ����� Z�/�  *��)[	  *�)`R 

&� B#� ,J  �#BR�1)��$  i)1#  CB)&  �)#$  @B)��� +��  p)�/	  */)&2+ � �)R/  ))  UJ�)� 
���_1#�/�� BR��BR .2� /�$ ����< */&2+ �/8   ��)'+ ARCH ) */)&2+  M)�R� ( )6��!i 

�^N �_&� �� �*�B9� ��'+ ARCH �� �� �t�  ����)�4&$ 5  B)N��  )1R�  B)R�/	 ��  B)�J1 .
�01#!"< ��R�a �#�� +�� ���$  � Y��� H!�1� 7I/G:&  )�!1!���    ��� �)�  Z�/)� 
*��[	 J�K� 2� ��" sSt& ��� ,J CB& GJR- ( )GARCH ,11 �� ��1J�" 4&!�� {�J+!. 

  j	��/� �!j$   �!��`�" ��B9& D��	 �nJ�BK ���� ���1R ����$  �)�[��"  ��)=S15  �)�� 
)C B8 2 .( )�=Ri  �/)���  ,)8/	  �/)8   ��)'+  )&�#��  CB)& GJR- ( )GARCH ,11  ��)�$ 

��$ �#$ R�&2� ��/& ����� ���q ,� �/V$ ,J �6�s γ ���$  � Y���  7I/)G:& 
�!1!���    ����� Z�/� � ~�� �����[ *��[	 �� CB& �#$ OS�T& ^�&� @B� <���  *�B)� 

E/[^& ,J r/� �#$ ^�&� ,� 2�BR�\ r/� �#$ �_n& ��2�� �� WVx�& 1R� B�J.  

• 	��#$% :+;�< 

U� 2� �� +�� 2/	�D ��K!, �$ Fi ���$ @��� �# ,� �� +��  D)��/	  I/��)J$  )��4&�  @B)� �� 
>T� M_H ,������ B�. ���$ �^	!� ����� � �!"  � ��$  R�&2� D��	  I/��)J$  M)_&�h 

�� 2/	�D ��K!, �$ GJR-GARCH-st( ),11 ��  �)�1J�" 4&! �)#��$  	�)5xV�� {�J+ )!.   
j	��/� �!j$   �!��`�" ��B9& ���$ D��	 �nJ�BK ���� ���1R  �)�[��"  ��)=S15  ��& )!*� 
 D)��/	 ���))� ���� .B))��" 	�	))!s<  �#�2�))� � Y��))� 7I/))G:& ))�!1!���    ����))� 

                                                      
1 .��R��� �� +�� 2� MN�K a� �CB&  $�#( )GARCH ,11   GJR- ( )GARCH ,11 � ��!��� @B#�`& M��H ��/.  
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 $��)`!� ������      D)�2/	 ��I�)� i)%�_R� �� B)R��� . <"�����)��  )�!" � )�"  �  Y��)� �� 

#�2��� �#$ �_n& ����� � �!��` 2� #�2��� �#$ ^�&� ��� .��R�a �� +�� D��	  I/��)J$ 
M_&�h �� C B8 3 M��H @B#�`& ���1.  

X�A, 2. 	��#$% $����; XA� �2� GJR-GARCH(1,1) �% ��+)9 �0  -  �.�5E	+ P3+O  

$����; �:+
�� 0)����� �:+
�� 0)��	 

µ 

000419/0- 

)000235/0( 

-0/000339* 
)-0/00082( 

α0 

*000011/0 0/00004* 
)00007/0( )00001/0( 

α1 

0/78845* 1/00000* 
(-0/104139) (-0/167893) 

β 
0/485275* 0/421820* 

(-0/151681) (-0/72489) 

γ 
-0/570238* -0/9127* 

(-0/118911) (-0/165394) 

d 2/5723 2/5879 

skew 0/9503 0/8997 

LLF 6795 8372 

AIC -7/1867 -8/8569 

BIC -7/1662 -8/8363 

J-Box 
0/8905 0/8226 
[10/18] [1/264] 

*/&2+ M�R� 
0/2329 0/8718 

[2/2746] [1/6719] 
�B5�� M��� j�R���  ()*�`R B�#�\ A��:R� 4&!��   ��B5� M��� �J���  []*�`R B�#�\  ��)&+\ 
Q ��� .�01#!"< d 8�� i��2+$ <skew �%/?� 2/	 ���	 D�   �)��!�R�/   <,)%/?LLF 

 �nJ�BK D��	���� ���1R <AIC 4&! {�J+ 7�)5xV� �� )! <.BIC 4& )!   j	��/)� 7�)5xV� ��
�!j$ <J-Box  */&2+�UJ�� �R/   ��� M�R� */&2+$  �/8 ��'+ ARCH ���.  

*�����4&$ �� �t� 05/0�� *�`R &� B#�.  
  

                                                      
.1 ��R��#��&���� �� +�� 2� MN�K a$ ���I/��J D��/	 �$ ��4&� � �� @B�!��� @B#�`& M��H ��/.  
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X�A, 3. 	��#$% �2$����;� 9%�� :+;�<� ^8��_ $%� �	 i-�� �:+
�� �����0) � ��	0)  

9%�� :+;�< GARCH-n GARCH-t GARCH-st GJR- 
GARCH-n 

GJR- 
GARCH-t 

GJR- 
GARCH-st 

^8��_      

θ 73/1 632/1 226/1 172/1 03/1 168/1 

Uλ 65/0 34/0 22/0 12/0 101/0 114/0 

Lλ 0 0 0 0 0 0 

LLF 667/66 555/69 901/73 034/68 993/70 376/74 

AIC 765/128- 543/140- 23/146- 19/138- 300/143- 43/148- 

BIC 619/128- 432/140- 02/146- 06/138 223/143- 23/148- 

θ�6�s ����� � I/��J$ <M_&�h Uλ  Lλ ,� 	�	!s *�`R B�#�\ ����� � I����   ��!��� 2/	�<D LLF D��	 �nJ�BK 

���� ���1R< AIC   BIC R!j ,� 	�	!s ��4&A 4&!�#��$ 	�5xV�� {�J+!.   j	��/� �!j$ ���.  

• 	��#$% &�� �	 '$(� �)*� 

���$ _��:&i �2�� �� 3�4& ��.� B_� ������ �� "���h�uR�� ��9&�� 1T	!" @�2 @B� 
���$ �� �UR� V��� � �\  B)4�  ��)�$  CB)&  �)#$ GARCH   GJR-GARCH    3�)� 

�/8  ������ ����� � �!" �#  E�B)J 2� � )�"  � ���� �)�  p)�/	  D)��/	  I/��)J �2�� �� 
3�4& ��.� B_� M=`�& 2� *+ �# �� �-��\ *��S� )��� \* �� ,R/1R �$1 (,�  2�B)R�\ 500 

@��� �� +�� @B� ���q ,� �/V$ ,J �� +�� ���� 2� ,R/1R2 M&��  )�!> �! )�� 1390 2 � 
�2�� �� 3�4& ��.� B#�/� �/�.  
��R�a MN�K 2� U� �&2+�� �� +�� �2�� �� 3�4& ��.� B_� ������  M=)`�& 2�  � 

Y���  7I/)G:&  )�!1!���   ���  �)�  Z�/)�  *��)[	  ��)�$ 2/	 )�D  �)#$  .)	  �)o!L�&\ 
GARCH ���BR����   GJR-GARCH �� 3�� 2/	�D �#$ <C�&�R  )	�  �)��!�R�/<    )	�  

���!�R�/ ,%/? ���$ D��/	 I/��J$ <C�&�R �	-  �R�/!���< xJ� <*/)�  M)_&�h<    .)R��� 
,� 	�	!s �� C �B8 5   6 ,Nx� @B� ��� .*�1#  �/)V  ,)J 2�  C �B)8  M)��H  ��_��)�� 

<��� � � �� +�� GJR-GARCH-st-Copula-Gambel  �)�   ��B)9&32/67   B)K� ����$ 
��1J�" ��B9& D��	 2�*� �� &!*� CB& �#$ @B��� +�� p�/	 � )�" #�! �)��  ��)�$  B_)� 

                                                      
1. Sample-in data 
2. Sample-out data 
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M=`�& 2�  � Y��� 7I/G:& �!1!���    �����  Z�/)�  *��)[	  �)�� ) M=)� 2 .(�� 

�))�" U))� �))&2+�� CB))& �))#$ GJR-GARCH-st-Copula-Gambel< s-GARCH-t-

Copula-Frank <  s-GARCH-t-Copula-Frank �� ,_	� �#$ E �   E/� ���H BR��� .�� 
��" */&2+ CB& �#��  */)? s-GARCH-n  �)�  D)��/	  I/��)J$  <C�)&�R  �)	-   �R�/!�)��< 

xJ�*/�   <.R��� CB&  �� D��/	 I/��J$ <C�&�R �	-  �R�/!���   xJ� <*/)� s-GARCH-

st< GJR-GARCH-n  ��I/��J$ <C�&�R �	-   �R�/!�)��   xJ� */)�   GJR-GARCH-

st-Copula-Clayton p�/	 */&2+ >�/� V��� �� BRB� .��R�a MN�K 2� U�  �)&2+�� 
i1# CB& �#$ ,���h�uR�� @B� �� �!��/ ,%�9& M��H @B#�`& ���.  

  

  
^J� 2 .&�� �	 '$(� *�)� P8.���HA� f.+� XA�   GJR-GARCH-st-Copula-Gumbel  

$��� �9&��i ��=S15 �2�� �� 3�4& ��.� ,_��:& @B� p�/	 #�!��� Copula–

GARCH �� � � �#$  ,��)`& ��  ��)G�H�  %�)&�< �� � )�"  ,)%�9& 2�  CB)&  �)#$ GARCH 
B))�?�o!L�&@< &))!�R�!" r�)):�& ))R2 �1 )EWMA(< � � �2�� �� 3�))4& ��.))� 
W!14	 ,����<   � � ,!_� $2�� ��	�T� )HS (@��^��� B� .���$ ��"  ��)J  �)�[��"  CB)& 

��4&� @B� ��  U)�  �)&2+��  >)T� �! )`!"  ��)�$  B_)� ���� �)�  M=)`�& 2�  �  Y��)� 

                                                      
1. Exponential Weighted Moving Average (EWMA) 
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7I/G:& �!1!���    ����� Z�/� *��[	 �� CB& �#$ �J� @B� ��  I�)� �9&� ,)�  BRB)� .

��R�a C B8 7 J�K� 2�  �)	��$ #�! �)�� Copula–GARCH  �)��q  ,)�  �/)V$  ,)J �� 
,_	� B��$ � � �#$ �� +�� �2�� ��  3�)4&< � �  >!)�  �)�!�  �)�  @��^�)�� 2� #�! �)�� 

I/��J )GJR-GARCH-st-Copula-Gumbel (�� ��1J�" ��B9& D��	 2�*�  )_	�i  �)�TR 
�� s�J ��J   � � �#$ GARCH B�?�o!L�&@   DCC-GARCH ,_	� �#$ B4�$ �� ,� 

�/))� v�))G��� B))R���.   ,))� */))&2+ EWMA< CB))& _))�!, 2�))�$ �))	��T� )HS(<   
,!_� $2�� ��	�T� W!14	 ,���� )HS-Modifid (p�/	 */&2+ >�/� V��� �� BRB�.  

X�A, 7. c; 0)���# P% PMB$��	 &�� � $%� 5 � '$(� �	 &�� 	��#$% XA�)�	 A8. *�)0 

8.��� &��U  &��

� '$(� �	)*� 
GJR-GARCHst-
Copula-Gumbel 

Multivariae 
EWMA M-GARCH 

DCC-
MGARCH 

HS- 
Modified 

��B4	 �tT	 14 98 13  20  8  

�tT	 BN�� 007/1  05/7  94/0  44/1  58/0  

LRuc  106/1  02/23  987/0  387/0  34/30 

p-value 698/0  000/0  075/0 552/0 000/0 

LRind 763/0 002/0  203/0 265/0 6521/0 

p-value 267/0 0054/0  6821/0 698/0 0098/0 

LR cc   869/1 022/23  190/1 652/0 9921/30 

p-value 090/0 000/0  027/0 310/0 000/0 

*��2 D��	 320/67 76/121  103/99 54/104 92/43 

,_	� 1  *  2  3  *  

�� "�� C B8 */�� �# ,� s!	�	 2� ���� 2� ��� 7��_5 :W�� <� � ��B4	 �tT	 < BN�� <�tT	 LRuc ����9& �/��& ,� */&2+ 
>�/� �V���!�<  p-value 9&��B */&2+ >�/� <�V���!� LRind ��&+\ */&2+ Cx9���<  p-value  ��B9& */&2+  <Cx9�)�� 

LR cc ��&+\ */&2+ >�/� �V��<  p-value ��B9& */&2+ >�/� <�V���!� */�� W#� Q/1-& 7�� �-& 2�BR�\  �)tT	  �)#< 
��4� D��	 *��2   @��I�� ,_	� $B�� �� Z��� "!��� "��	 Q/1-& 7�� �-&. x5�& @����  ,)�  �)�4&  *B)��� � �  ��/)&  �)uR 

p�/	 */&2+ >�/� �V�� ���.  
 

6 .�E�Pg _�$�  

U� 2� */&2+ �#$ ��&+$   @��^��� 2� � � �#$ ��4&� @B� ���$ R!M ,� A�B#� ��"  <,)%�9& �� 
CB& 2��$ �� �UR�  � 2/	�D #�2��� Y��� 7I/G:&  )�!1!���    ��� �)�  Z�/)�  <*��)[	 
��[��" ��=S15 �/	p CB& ��K!, �$ GJR-GRACH �� 3��  �/)8  2/	 )�D  )	�  �)��!�R�/ 
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,%/? �� #�2��� �#$ ��" ��$ �#$ R�&2� �� �! ��)`�"  ��B)9&  D��)	  �)���  ���)1R    �)�1J�" 

4&!�� 7�5xV� {�J+!.   j	��/� �!j$ �, ��� B&+ .�� �� +�� ����� �  �����)�$    ,)%�_R� �$ 
�!"  � Y���  7I/)G:&  )�!1!���    ��� �)�  Z�/)�  *��)[	  I/��)J$  M)_&�h  �)� 2/	 )�D 

��K!, �$ GJR-GARCH �� �!��`�" ��B9& ����  ���)1R    �)�1J�" 4& )!��  	�)5xV�� ����$ 
6/	!� hB�#�� I���� �� *�`R *���  ��)��� � ��  )%�_R�i  �)_n& 2/	 )�D � )�"  �  Y��)� �� 

Z�/� *��[	 ���.  
 �� �[R��< ��R�a  M)N�K 2�  �� +�)� �2�� ��  3�)4& �� .)�  _)�B ���� �)�  M=)`�& 2�  � 

Y��� 7I/G:& �!1!���    ����� Z�/�  *��)[	  *�) R̀  )&�  B)#�  ,)J ��  �� +�)� �2�� �� 
3�4& ��.� B_� ������ M=`�& 2�  �  Y��)�  CB)& GJR-GARCH-st-Copula-Gumbel 

�!��`�" �H�   �^J�� �� ����q ,�  /):R$  ,)J  @��^�)�� 2� #�! �)��  I/��)J$  M)_&�h  �)� 2/	 )�D 
��K!, �$ GJR-GARCH   2/	�D �	 -  �R�/!���  ,)%/?  �)�  �)�1J�"  ��B)9&  D��)	 2 )�*�  )_	�i 

��TR �� s�J ��J   � � �#$ GARCH B�?�o!L�&@   DCC-GARCH ,_	�  �)#$  B)4�$ �� 
,� �/� v�G��� BR���.  

 B��" 	�	!s< ���B ��[�� ��J ������J CB& �#$ GARCH ���$ CB& 2��$ ��  )�UR�  V�)�� 
#�2��� �#$ %�&�   [�@� h!�$ 2� D��/	 I/��J  ��)�$  w�):%  Q/)R  ��)��� �  �����)�$  ,)�  )%�_R�i 

��!��� )I���� (�!" ��$ �#$ R�&2�  � Y��� 7I/G:& �!1!���    ����� Z�/� *��[	  ,)� 
�/_[� �H�   �^J�� �� +�� �2�� �� 3�4& ��.� B_� M=`�& 2� *+ �# �-�& &� �/�.  
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;�5.+  

�� ��" >T� {j8!7� ��R�a MN�K 2� �� +�� CB& �#$ 2/	 )�D  )��K!, �$ )  C B)8�-1(< 
�� +�� �#��&����$ D��/	 �JI/�$ ��4&� @B� �� %�9&, )  C B)8�-2 (   �)�R�a  M)N�K 2� 

U� �&2+�� CB& �#$ Copula-GARCH C B8 �� �-3 �  -4 ��� @B#�`& M��H.  

X�A, m -1. 	��#$% �2$����;� XA� �2� GARCH(1,1)  �GJR-GARCH(1,1) �+� �%)9 �2� �X��$E �0 - 

�.�5E	+ � 0� -  5E	+��. P3+O $%� �	 i-�� �:+
�� �����0) � ��	0) K�+% �$D� 

 $����; GARCH-n GARCH-t GARCH-st GJR- 
GARCH-n 

GJR- 
GARCH-t 

GJR- 
GARCH-st 

�
:+



�

�
 

�����
0

)
  

µ 

0069/0 *00104/0 00053/0 *00421/0 *000193/0 - 000419/0 - 

)000255/0(  )000103/0(  )000231/0(  )000263/0(  )0009/0(  )000235/0(  

α0 

*0000/0  00017/0  *000019/0  *0000/0  *0013/0  *000011/0  

)0000/0(  (-6e-005) (-9e-005) )000/0(  (-5e-005) (-7e-005) 

α1 

0/00000* 0/662396* 0/677763* 000/0  0/802286 0/78845 

(-0/000102) (-0/08235) (-0/088273) (-0/000331) (-0/10567) (-0/104139) 

β 
0/99900* 0/336604* 0/321237* 0/99991 0/459643* 0/485275* 

(-0/00351) (-0/100289) (-0/140491) (-0/000213) (-0/09551) (-0/151681) 

γ - - - 
-0/001998* -0/525859* -0/570238* 

(-0/000307) (-0/103411) (-0/118911) 
d  - 2/5822 2/5651 - 2/5523 2/.5723 

skew - - 1/03443 - - 0/9503 
LLF 5820 6881 9781 5877 6793 6795 
AIC -6/1573 -7/1738 -7/1735 -6/2166 -7/1861 -7/1867 
BIC -6/1456 -7/.1591 -7/1559 -6/2019 -7/1685 -7/1662 

J-Box 0/8772 0/8741 0/8714 0/8338 0/8868 0/8905 

[4/273] [16/34] [17/11] [12/128] [11/22] [10/18] 

 
*/&2+ 
M�R� 

0/9869 0/9742 0/9731 0/9748 0/9789 0/2329 

[5/35] [5/1901] [9/13] [12/.21] [13/.18] [2/2746] 

�
:+



�

�
 

��
	

0
)

 

µ 

-0/000164 -0/00063 -0/00012 -0/000141 -0/000115* -0/000339* 

(-9.8e-005) (-4.9e-005) (-0/00023) (-9.5e-005) (-4/8e-005) (-0/00082) 

α0 

0/00007* 0/00006* 0/00005* 0/00007* 0/00004* 0/00004* 

(-1e-005) (-1e-005) (-0/000231) (-1e-005) (-1e-005) (-1e-006) 

α1 

0/478259* 0/788798* 0/431232* 0/745682* 1/000 * 1/00000* 

(-0/062657) (-0/12073) (-0/10432) (-0/103585) (-0/192196) (-0/167893) 

β 
0/271337* 0/210200* 0/254324* 0/264280* 0/398999* 0/421820* 

(-0/043692) (-0/074288) (-0/05321) (-0/040358) (-0/07873) (-0/72489) 
γ - - - -0/587034* -0/801131* -0/9127* 
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 P�	X�A, m -1. 	��#$% ��2$����; XA� ��2 GARCH(1,1)  �GJR-GARCH(1,1) 9)�+� �% ��2 �X��$E 

0� - 5E	+��. � 0� -  5E	+��. P3+O �$% �	 i-�� �:+
�� 0)����� � 0)��	 K�+% �$D� 

 $����; GARCH-n GARCH-t GARCH-st GJR- 
GARCH-n 

GJR- 
GARCH-t 

GJR- 
GARCH-st 

 

    (-0/100211) (-0/168145) (-0/165394) 
d - 2/6346 2/4921 - 2/5322 2/5879 

skew - - 0/7932 - - 0/8997 
LLF 7797 8347 8443 7822 8366 8372 
AIC -8/2512 -8/8318 -8/8522 -8/2765 -8/8514 -8/8569 
BIC -8/2395 -8/8172 -8/8219 -8/2618 -8/8338 -8/8363 

J-Box 
0/6236 0/489 0/8631 0/6439 0/6649 0/8226 

[1/5450] [1/4760] [1/5321] [1/4827] [1/3602] [1/264] 

 
*/&2+ 
M�R� 

0/7982 0/6622 0/9931 0/7892 0/9977 0/8718 

[1/8364] [1/7982] [1/8713] [1/9011] [1/7938] [1/6719] 

��B5� M��� j�R���  ()*� R̀ \B�#� A��:R� ��!4&   ��B5� M��� �J���  []*� R̀ ��&+ \B�#�\ Q ��� ."!�01#< d 8��i  <$��2+skew  �� ��%/?
�	 D�2/	  -  �R�/!���  <,%/?LLF ���� �nJ�BK D��	  <���1RAIC  <.!{�J+ 7�5xV� ��!4&BIC  <$j!� j	��/� 7�5xV� ��!4&J-Box  */&2+

/8  $��� M�R� */&2+   UJ�� �R/�� ��'+ ARCH ���.  
*$�����4& �� �t� 0.05 �� *� R̀ �& B#�. 

X�A, m-2. 	��#$% ;�2$����� 9%+� :+;�< $%� �	 i-�� �:+
�� �����0) � ��	0) 

K�+% �$D�  

9%�� :+;�< GARCH-n GARCH-t GARCH-st GJR- 
GARCH-n 

GJR- 
GARCH-t 

GJR- 
GARCH-st 

X��$E       

ρ 376/0 376/0 377/0 374/0 375/0 375/0 

Uλ  0 0 0 0 0 0 

Lλ 0 0 0 0 0 0 

LLF 8040/32 6587/32 8512/32 0453/33 0123/33 9830/33 

AIC 6061/65 - 3154/65 - 7031/65 - 0887/66 - 0221/66 - 1232/66 - 

BIC 6011/65 - 3105/65 - 6934/65 - 0831/66 - 0459/66 - 0521/66 - 

�0  - �.�5E	+      

ρ 291/0 392/0 211/0 281/0 342/0 200/0 

d 23/2 34/2 13/2 41/2 43/2 101/1 

Uλ 0101/0 322/0 187/0 106/0 407/0 192/0 

Lλ 0101/0 322/0 187/0 106/0 407/0 192/0 

LLF 26/32 6584/35 0739/34 564/28 654/33 66/26 

AIC 65/64 - 3149/71 - 1489/68 - 0971/57 - 754/66 - 3323/53 - 
BIC 03/64 - 3100/71 - 1429/68 - 0900/57 - 7101/66 - 1242/53 - 
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 P�	X�A, m-2. 	��#$% �2$����;� 9%+� :+;�< $%� �	 i-�� �:+
�� �����0) � 

��	0) K�+% �$D�  

9%�� :+;�< GARCH-n GARCH-t GARCH-st GJR- 
GARCH-n 

GJR- 
GARCH-t 

GJR- 
GARCH-st 

�+�)><      

θ 169/0 334/0 175/0 104/0 365/0 1876/0 

Uλ 0 0 0 0 0 0 

Lλ 176/0 234/0 162/0 113/0 256/0 182/0 

LLF 231/11 861/20 321/21 386/10 54/22 505/19 

AIC 431/22 - 392/32 - 432/33 - 987/20 - 109/34 - 003/31 - 

BIC 422/22 - 376/32 - 401/33 - 761/20 - 981/33 - 760/30 - 

^8��_      

θ 73/1 632/1 226/1 172/1 03/1 168/1 

Uλ 65/0 34/0 22/0 12/0 101/0 114/0 

Lλ 0 0 0 0 0 0 

LLF 667/66 555/69 901/73 034/68 993/70 376/74 

AIC 765/128 - 543/140 - 23/146 - 19/138 - 300/143 - 43/148 - 

BIC 619/128 - 432/140 - 02/146 - 06/138 223/143 - 23/148 - 

*E$6      

θ 13/1 132/1 42/1 15/1 135/1 44/1 

Uλ 0 0 0 0 0 0 

Lλ 0 0 0 0 0 0 

LLF 24/16 87/18 774/26 654/23 08/15 364/28 

AIC 76/48 - 321/30 - 486/53 - 07/45 - 91/29 - 68/55 - 

BIC 13/48 - 132/30 - 432/53 - 95/44 - 70/29 - 59/66 - 

ρ*� R̀ B�#�\ ��&���� $I/��J C�&�R   �	  -  <�R�/!��� θs��6  <��B!1��� $I/��J ������ Uλ  Lλ ,� *� R̀ s!	�	 B�#�\ 

 <D�2/	 ��!���   ��I�� ������ LLF ���� �nJ�BK D��	  <���1RAIC   BIC ��4& j!R $j!� j	��/�   .!{�J+ �	�5xV� $�#��!4& A���.  
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X�A, m-3. c; 0)���# PMB$��	 &�� f.+� � $%�  �:+
�� i-�� �	 � ^J@�� A8.

�����0) ��	 �0) %�$D� K�+� �+� �%)*� 9 $k�l��� GARCH 	�AE��.  
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 �)
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9
%��

 �)
�

�
 

P8
��

 

s-GARCH-n-
Copula-Normal 

50 6/3 33/21 0.000 344/0 034/0 674/21 0.000 32/113 * 

s-GARCH-n-
Copula-t 

37 66/2 45/15 000/0  765/0 453/0 215/16 000/0  32/132 * 

s-GARCH-n-
Copula-Clayton 

40 88/2 69/34 000/0  245/0 234/0 935/34 000/0  08/114 * 

s-GARCH-n-
Copula-Gumbel 

13 94/0 239/0 552/0 696/0 764/0 935/0 044/0 65/79 5 

s-GARCH-n-
Copula-Frank 

32 3/2 39/11 000/0  234/0 436/0 624/11 000/0  23/120 * 

s-GARCH-t-
Copula-Normal 

29 09/2 56/23 000/0  321/0 985/0 881/23 000/0  43/105 * 

s-GARCH-t-
Copula-t 

32 3/2 87/13 000/0  162/0 054/0 032/14 000/0  57/120 * 

s-GARCH-t-
Copula-Clayton 

26 87/1 8/14 000/0  876/0 036/0  676/15  000/0  06/106 * 

s-GARCH-t-
Copula-Gumbel 

11 79/0  023/1 433/0 39/0 067/0 413/1 019/0 76/77 4 

s-GARCH-t-
Copula-Frank 

12 86/0 421/1 671/0 675/0 7223/0 096/2 234/0 21/73 3 

s-GARCH-st-
Copula-Normal 

20 44/1 532/0 313/0 1389/0 613/0 6709/0 532/0 91/90 11 

s-GARCH-st-
Copula-t 

19 37/1 91/1 71/0 18/0 5693/0 09/2 743/0 14/92  12 

s-GARCH-st-
Copula-Clayton 

26 87/1 832/0 651/0 234/0 067/0 066/1 129/0 32/102 18 

s-GARCH-st-
Copula-Gumbel 

13 94/0 991/0 349/0 006/0  182/0 997/0 234/0 98/85 8 

s-GARCH-st-
Copula-Frank 

42 02/3 98/28 000/0 0056/0 854/0 9856/28 000/0 3/143 * 

�� ��" C B8 */�� �# ,� 	�	!���� 2� s 7��_5 2� BR� : tT	 ��B4	 <� � W���tT	 BN�� <� < LRuc  ��9&� ,� �/��& �
 >�/� */&2+�V���!�<p-value   >�/� */&2+ ��B9&�V���!� < LRind  ��&+\ Cx9��� */&2+< p-value  &��B9 

*/&2+  <Cx9���LRcc
 ��&+\ V�� >�/� */&2+�<p-value   >�/� */&2+ ��B9&�V���!� Q/1-& W#� */�� <

2�BR� 7�� �-&\ tT	� �#< ��4� 2 D��	�,_	� E�-R���   *� B��$ �� Z��� ��!�" �	�7�� �-& Q/1-& " . ,� @���� �&x5
��4&$ �/� */&2+ p�/	 �uR ��/& � � *B���V�� >� ���. 
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X�A, m-4. c; PMB$��	 &�� f.+� 0)���#  �:+
�� i-�� �	 � ^J@�� A8. �$% �

�$D� K�+% 0)��	 � 0)������ *� 9)�+� � $k�l��� GJR-GARCH  
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s-GARCH-n-
Copula-Normal 

49  53/3 131/36 000/0 456/0 366/0 587/36 000/0 23/133 * 

s-GARCH-n-
Copula-t 

22 58/1 32/14 000/0 873/0 439/ 193/15 000/0 16/119 * 

s-GARCH-n-
Copula-Clayton 

42 02/3 41/17 000/0 564/0 201/0 974/17 000/0 03/103 * 

s-GARCH-n-
Copula-Gumbel 

16 15/1 123/0  313/0 11/0 005/0 233/0 054/0 81/80 6 

s-GARCH-n-
Copula-Frank 

22 58/1 891/0 509/0 592/0 044/0 483/1 26/0 2/101 17 

s-GARCH-t-
Copula-Normal 

24 73/1 18/1 73/0 449/0 0054/0 629/1 312/0 34/100 16 

s-GARCH-t-
Copula-t 

27 94/1 63/0 156/0 1876/0 079/0 8176/0 018/0 13/97 14 

s-GARCH-t-
Copula-Clayton 

19 37/1 21/12 000/0 1275/0 482/0 3375/12 643/0 87/82 7 

s-GARCH-t-
Copula-Gumbel 

15 08/1 543/0 694/0 9881/0 492/0 5311/1 492/0 71/69 2 

s-GARCH-t-
Copula-Frank 

34 45/2 249/1 292/0 132/0 547/0 381/1 117/0 99/87 9 

s-GARCH-st-
Copula-Normal 

18 3/1 65/1 874/0 564/0 461/0 214/2 0643/0 007/89 10 

s-GARCH-st-
Copula-t 

17 22/1 544/0 398/0 84/0 345/0 384/1 543/0 12/96 13 

s-GARCH-st-
Copula-Clayton 

46 31/3 99/19 000/0 1235/0 2061/0 1135/20 000/0 01/110 * 

s-GARCH-st-
Copula-Gumbel 

14 01/1 106/1 698/0 763/0 2677/0 869/1 09/0 32/67 1 

s-GARCH-st-
Copula-Frank 

25 8/1 345/2 456/0 515/0 563/0 86/2 55/0 13/99 15 

�� ��" C B8 */�� �# ,� 	�	!���� 2� s 7��_5 2� BR� : tT	 ��B4	 <� � W���tT	 BN�� <� < LRuc  ��9&� ,� �/��& �
*/&2+  >�/��V���!�<p-value   >�/� */&2+ ��B9&�V���!� < LRind  ��&+\ Cx9��� */&2+< p-value  ��B9& 
*/&2+  <Cx9���LRcc

 ��&+\ V�� >�/� */&2+�<p-value   >�/� */&2+ ��B9&�V���!� Q/1-& W#� */�� <
2�BR� 7�� �-&\ tT	� �#< ��4� 2 D��	��-R���   *�,_	� E B��$ �� Z��� ��!�" �	�7�� �-& Q/1-& " . ,� @���� �&x5

��4&$ V�� >�/� */&2+ p�/	 �uR ��/& � � *B���� ���. 

 


